studio di coniche e altre curve piane di data equazione implicita by Negrini, Paolo
LE CURVE PIANE 
1) Coordinate omogenee.  Estensione proiettiva del piano affine reale. 
Sia  !  la relazione (di equivalenza) su  R3 ! 0,0,0( ){ }  definita da: 
 x, y,t( ) ! !x , !y , !t( )"#$% 0, !x , !y , !t( ) = $x,$y,$t( ) . 
Si verifica senza difficoltà che  !  gode delle proprietà riflessiva, simmetrica, transitiva. 
Il quoziente  R
3 ! 0,0,0( ){ }( ) !  si chiama piano proiettivo reale e si indica  P2 R( ) , o semplicemente  P2 . 
Il piano proiettivo reale viene osservato come un’estensione del piano cartesiano  R2 , perché si può individuare 
un sottoinsieme di  P2  in corrispondenza biunivoca “naturale” con  R2 .  Chiamiamo parte propria di  P2  
l’insieme 
 S = x, y,t( )!" #$ %P2; t & 0{ } . 
La definizione è ben posta, ossia non dipende dal rappresentante della classe, ma solo dalla classe (verifica 
immediata); altrettanto semplicemente si osserva che è ben posta la definizione della funzione  p: S!R2 , 
 p x, y,t( )!" #$( ) =
x
t ,
y
t( ) .  La funzione p è una biiezione da S a  R2 ; la sua inversa è  p!1 : R2 " S  che a ciascun 
punto  A = x, y( )!R2  associa la classe  x, y,1( )!" #$ .  La coppia  x, y( )  rappresenta le coordinate cartesiane 
“non omogenee” di A; la classe  x, y,1( )!" #$  è denotata con l’espressione coordinate omogenee del punto A.  Si 
osservi che, mentre le coordinate non omogenee di A sono univocamente determinate, quelle omogenee lo sono 
“a meno di costanti moltiplicative diverse da zero”: per esempio,  
1
2 ,3,1( )  e  1,6,2( )  sono coordinate 
omogenee dello stesso punto di  P2 , corrispondente al punto del piano cartesiano di coordinate  
1
2 ,3( ) .  Nel 
seguito ometteremo la parentesi quadra simbolo della classe di equivalenza, conservando comunque memoria 
di questa identificazione fra terne proporzionali.  Inoltre, identificheremo ciascun punto  P = x, y( )  del piano 
cartesiano con il punto di coordinate omogenee  x, y,1( ) ; in questo modo il piano cartesiano viene a tutti gli 
effetti identificato con S. 
I punti di  I = P2 !S  si chiamano punti impropri, o punti all’infinito.  Sono i punti le cui coordinate omogenee 
hanno la terza componente uguale a zero. 
2) Estensione proiettiva di rette e curve algebriche 
Consideriamo l’equazione di una retta r nel piano cartesiano: 
 ax + b y + c = 0  
con a e b non entrambi nulli.  Essa è immagine mediante p dell’insieme di punti di  P2  le cui coordinate 
omogenee  x, y,t( )  soddisfano la relazione 
 
a xt + b
y
t + c = 0      cioè      t ! 0   e   ax + b y + ct = 0  
È quindi naturale chiamare retta di  P2  ogni insieme di punti di  P2  le cui coordinate omogenee soddisfano 
un’equazione omogenea di primo grado 
 ax + b y + ct = 0  
nella quale ora non si esclude più la possibilità che sia  t = 0 .  Questa retta di  P2  contiene «gli stessi punti di 
r », più uno: il punto improprio  P! = b,"a,0( ) .  Le coordinate di  P!  hanno un evidente significato 
geometrico: il vettore  b,!a( )  esprime infatti la direzione della retta r.  Possiamo quindi pensare che 
l’estensione proiettiva di r aggiunge a r un elemento che ne caratterizza la direzione.  Questa interpretazione è 
confermata analizzando il sistema che cerca l’eventuale intersezione tra due rette distinte r e  !r : 
 
*( ) ax + b y + c = 0
!a x + !b y + !c = 0
"
#
$
                    
 
* *( ) ax + b y + ct = 0
!a x + !b y + !c t = 0
"
#
$
 
Se la matrice 
 
a b
!a !b
"
#$
%
&'
 ha rango 2, allora r e  !r  non sono parallele, il sistema (*) ha una sola soluzione 
 x0 , y0( ) , coordinate del punto d’incontro fra le due rette; il sistema (**) ha infinite soluzioni, proporzionali a 
 x0 , y0 ,1( ) ; esse rappresentano un solo punto di  P2 , che è lo stesso già ottenuto con le coordinate non 
omogenee. 
Se invece la matrice dei coefficienti di x e y ha rango 1, allora r e  !r  sono parallele; essendo distinte, esse non 
hanno punti comuni; il sistema (*) è impossibile, perché la matrice completa 
 
a b c
!a !b !c
"
#$
%
&'
 ha rango 2. 
Il sistema (*) ha invece infinite  !1( )  soluzioni proporzionali a  !b, a,0( ) ; esse individuano il punto improprio 
 P! = b,"a,0( ) , il quale è l’elemento comune delle estensioni proiettive di r e  !r . 
Dicevamo, una retta di  P2  è l’insieme dei punti le cui coordinate omogenee soddisfano un’equazione 
omogenea di primo grado  ax + b y + ct = 0 , con a, b, c non tutti uguali a zero.  Se almeno uno tra a e b non è 
zero, la retta è immagine della retta rappresentata in coordinate cartesiane dall’equazione non omogenea 
 ax + b y + c = 0 .  Tali rette di  P2  si chiamano rette proprie, potendosi pensare come estensione di rette del 
piano cartesiano.  Se invece  a = b = 0  e (necessariamente)  c = 0 , l’equazione della retta in coordinate 
omogenee equivale a  t = 0 .  Questa (unica) retta di  P2  non è immagine di alcuna retta del piano cartesiano; 
infatti  0x + 0 y + c = 0  non rappresenta alcun punto di  R
2 .  La retta  P2  di equazione  t = 0  si chiama retta 
impropria.  Essa è il luogo di tutti e soli i punti impropri. 
Osservazione: il “principio di dualità”.  La forma dell’equazione di una retta di  P2 : 
(1)    ax + b y + ct = 0  
manifesta una perfetta simmetria dei ruoli svolti dalle terne  x, y,t( )  e  a,b, c( ) : entrambe necessitano almeno 
una coordinata non nulla; entrambe sono caratterizzate “a meno di costanti moltiplicative”, vale a dire che 
moltiplicando  x, y,t( )  per una costante non nulla il punto individuato non cambia, ma anche moltiplicando per 
una costante non nulla  a,b, c( )  la retta rappresentata non cambia.  Potremmo quindi interpretare la (1) pensando 
a  x, y,t( )  come coefficienti fissati, e  a,b, c( )  come le variabili.  In questo modo (1) rappresenta l’insieme delle 
rette di  P2  passanti per il fissato punto di coordinate  x, y,t( ) ; dunque la condizione “appartenenza di un punto 
variabile a una data retta” si esprime algebricamente esattamente nello stesso modo di “passaggio di una retta 
variabile per un dato punto”.  Grazie a ciò, nella geometria proiettiva piana vale la cosiddetta legge di dualità: 
Ogni volta che viene provata una proposizione in cui si esprimono proprietà di punti e rette, risulta 
automaticamente provata la proposizione duale, ottenuta dalla precedente permutando i termini “punto” e 
“retta”. 
Ecco un esempio semplicissimo: 
Proposizione: “per due punti distinti passa una e una sola retta” 
Proposizione duale: “per due rette distinte passa uno e un solo punto”. 
La proposizione duale può essere migliorata nella forma, esprimendola dicendo che “due rette distinte hanno in 
comune uno e un solo punto”, ma il senso era già chiaro nella forma scritta sopra.  Notiamo che nel piano 
cartesiano ordinario la proposizione iniziale è vera, mentre la duale no, perché due rette parallele e distinte non 
hanno in comune alcun punto.  Questa eccezione viene superata in  P2 , come abbiamo visto. 
Nello stesso modo in cui abbiamo proceduto per le rette, ottenendo la loro estensione proiettiva, si può operare 
per le curve algebriche, cioè i luoghi di punti che in  R2  si possono descrivere come luogo dei punti le cui 
coordinate  x, y( )  rendono uguale a 0 un polinomio  f x, y( )  nelle due variabili.  Nell’equazione cartesiana 
 f x, y( ) = 0  scriviamo  
x
t ,  
y
t  al posto di x, y; poi scriviamo l’espressione calcolando il denominatore comune 
(che sarà una potenza di t con esponente uguale al grado del polinomio  f x, y( ) ; infine eliminiamo il 
denominatore.  L’equazione ottenuta (nelle variabili x, y, t) è una  F x, y,t( ) = 0 , con  F x, y,t( )  polinomio 
omogeneo dello stesso grado di  f x, y( ) , ma con una variabile in più.   F x, y,t( ) = 0  è l’equazione 
dell’estensione proiettiva della nostra curva.  Per esempio, l’estensione proiettiva della curva di equazione 
 x
2 ! y2( )2 ! 4 x y + x2 + y = 0  
si ottiene come segue: 
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+ yt = 0 ;      
x2 ! y2( )2
t4
! 4 x y
t2
+ yt = 0 ; 
 
x2 ! y2( )2 ! 4 x yt2 + yt3
t4
= 0 ;      x
2 ! y2( )2 ! 4 x yt2 + yt3 = 0 . 
Regola pratica: il procedimento indicato produce il seguente effetto: ciascun monomio 
componente  f x, y( )  viene portato al grado massimo presente nel polinomio, mediante 
moltiplicazione per una opportuna potenza di t; in questo modo il passaggio dall’equazione 
“cartesiana non omogenea” a quella “proiettiva omogenea” avviene in modo semplice in un 
solo passaggio. 
La ricerca dei punti impropri di una curva !  avviene risolvendo il sistema formato 
dall’equazione di !  e l’equazione  t = 0  della retta impropria.  Un punto improprio  P!  
della curva indica in genere un ramo infinito di !  lungo il quale la direzione della (retta 
tangente alla) curva tende a quella di  P! .  Per esempio, i punti impropri della curva 
(iperbole) di equazione  4x2 ! y2 ! 4y = 0  si ottengono risolvendo 
 
4x2 ! y2 ! 4 yt = 0
t = 0
"
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; 4x
2 ! y2 = 0
t = 0
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; y = ± 2xt = 0
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che dà i due punti  P! = 1,2,0( ) ,  Q! = 1,"2,0( ) .  Tali punti indicano le direzioni  1,2( )  e  1,!2( )  degli asintoti 
dell’iperbole, i quali sono in questo caso le rette  y = !2 ± 2x  (diremo più avanti come ricavare gli asintoti di 
una curva, se esistenti). 
3) Punti singolari di una curva di assegnata equazione implicita. 
Sia !  una curva nel piano cartesiano (per ora non ci occupiamo di punti impropri), di equazione  f x, y( ) = 0 .  
Negli esempi che mostreremo,  f x, y( )  sarà un polinomio, quindi !  sarà una curva algebrica, ma per ora 
questa ipotesi non è necessaria.  Supponiamo invece che f sia di classe  Cm , con m sufficiente per l’esistenza di 
tutte le derivate che verranno scritte. 
Un punto  P = x0 , y0( )!"  si dice punto semplice di !  se  grad f x0 , y0( ) ! 0,0( ) , cioè se almeno una delle due 
derivate parziali prime di f non è nulla in P.  In questo caso la retta di equazione 
grad f x0 ,y0( ) , x ! x0 ,y ! y0( ) = 0  cioè !x f x0 ,y0( ) " x # x0( )+ !y f x0 ,y0( ) " y # y0( ) = 0  
si chiama retta tangente a !  in P. 
La definizione di retta tangente a !  in P si giustifica osservando che il polinomio 
p x,y( ) = !x f x0 ,y0( ) " x # x0( )+ !y f x0 ,y0( ) " y # y0( )  
soddisfa la condizione 
 f x, y( )! p x, y( ) = o x ! x0 , y ! y0( )( )    per  x, y( )" x0 , y0( )  
ed è l’unico polinomio di grado non superiore a 1 che gode di questa proprietà.   p x, y( )  è infatti il polinomio di 
Taylor di ordine 1 e punto iniziale  x0 , y0( )  per f. 
Osserviamo pure che, per ogni  x0 , y0( )  in cui grad f x0 ,y0( ) ! 0,0( ) , tale gradiente appartiene allo spazio 
normale in  x0 , y0( )  alla linea di livello di f ; questo giustifica in forma diversa il fatto che la retta tangente a !  
in P si rappresenti con  grad f x0 , y0( ) , x ! x0 , y ! y0( ) = 0 , che esprime l’ortogonalità tra i vettori 
 grad f x0 , y0( )  e  x ! x0 , y ! y0( ) .  
Scrittura simbolica del polinomio di Taylor per  f x, y( ) .  Conveniamo di scrivere nel modo seguente il 
polinomio di Taylor di ordine n e punto iniziale  x0 , y0( )  per f : 
 
Tn x, y( ) = f x0 , y0( ) + x ! x0( )"x+ y ! x0( )"y( ) f x0 , y0( ) + 12! x ! x0( )"x+ y ! x0( )"y( )
2 f x0 , y0( ) +
+ 13! x ! x0( )"x+ y ! x0( )"y( )
3 f x0 , y0( ) +…+ 1n! x ! x0( )"x+ y ! x0( )"y( )
n f x0 , y0( ).
 
in cui le potenze dell’espressione  
x ! x0( )"x+ y ! x0( )"y( )  s’intendono sviluppate con potenze effettive dei 
binomi  x ! x0 ,  y ! y0  e iterazioni di derivate per i simboli  !x ,  !y .  Per esempio 
 
x ! x0( )"x+ y ! y0( )"y( )2 f x0 , y0( ) =
= x ! x0( )2 "x x f x0 , y0( ) + 2 x ! x0( ) y ! y0( )"x y f x0 , y0( ) + y ! y0( )2 "y y f x0 , y0( ).
 
La valutazione in  x0 , y0( )  di f e delle sue derivate s’intende naturalmente effettuata dopo il calcolo delle 
derivate.  Questo tipo di scrittura per  Tn x, y( )  ci sarà utile nel seguito. 
Come è fatto l’insieme dei punti del piano di coordinate  x, y( )  tali che  g x, y( ) = 0 , con  g x, y( )  polinomio 
omogeneo in  x, y( )?  Per esempio, che cosa rappresenta l’equazione  2x
2 ! 3x y + y2 = 0 ? 
Mostriamo che il luogo così rappresentato è un insieme di rette passanti per  0,0( ) .  Infatti, se  g x, y( )  è 
omogeneo di grado m, allora per ogni  ! "R  è  g ! x,! y( ) = !mg x, y( ) ; perciò, se per un  a,b( ) ! 0,0( )  è 
 g a,b( ) = 0 , allora per ogni  ! "R  è  g t a,t b( ) = 0 , cioè la retta congiungente  0,0( )  e  a,b( )  è contenuta 
nell’insieme descritto da  g x, y( ) = 0 .  Precisamente, tale insieme è costituito da m rette, se si comprendono 
anche eventuali elementi complessi, e si conteggiano con la loro molteplicità eventuali rette algebricamente 
ripetute.  Per esempio,  2x
2 ! 3x y + y2 = 0  rappresenta l’unione delle due rette  2x ! y = 0  e  x ! y = 0 , perché 
si ha la fattorizzazione 2x2 ! 3xy + y2 = 2x ! y( ) x ! y( ) ;  invece x2 ! 4xy + 4y2 = 0  rappresenta la retta 
 x ! 2 y = 0  “contata due volte”.  Infine, x
2 + 4xy + 5y2 = 0  rappresenta due rette complesse coniugate, di 
equazioni  x + 2 ± i( )y = 0 , perché il polinomio  x
2 + 4 x y + 5y2 , irriducibile in R, si fattorizza in C, risultando 
uguale a x + 2 ! i( )y( ) x + 2 ! i( )y( ) . 
Con una traslazione, si ottiene più in generale che, se  g x, y( )  è un polinomio omogeneo di grado m, allora 
l’equazione  g x ! x0 , y ! y0( ) = 0  nelle variabili x, y rappresenta m rette (nel senso sopra specificato) passanti 
per il punto  x0 , y0( ) . 
Queste osservazioni saranno utili tra poco, nello studio delle curve piane. 
Ora parliamo dei punti singolari di una curva.  Riprendiamo in considerazione la curva !  di equazione 
 f x, y( ) = 0 , con f funzione regolare quanto occorre.  Un punto P = x0 ,y0( )!" , cioè tale che f x0 ,y0( ) = 0  si 
dice punto singolare se  grad f x0 , y0( ) = 0,0( ) .  In un punto singolare di !  non si può definire la retta tangente 
a ! , almeno non nel modo descritto precedentemente.  Supponiamo  x0 , y0( )!"  punto singolare di ! , cioè 
f x0 ,y0( ) = 0  e  grad f x0 , y0( ) = 0,0( ) . Supponiamo che, invece, non siano tutte nulle le derivate parziali 
seconde di f, nel punto P.  Rappresentiamo  f x, y( )  mediante il polinomio di Taylor di ordine 2 e punto iniziale 
P.  Tenendo conto del fatto che f x0 ,y0( ) = 0  e  grad f x0 , y0( ) = 0,0( ) , avremo 
(1) f x,y( ) = 12! x ! x0( )"x + y ! y0( )"y( )
2
f x0 ,y0( )+ o x ! x0 ,y ! y0( ) 2#$%
&
'( .   
Prendiamo una generica retta r per P, di equazioni parametriche 
(2)
  
x = x0 + !s
y = y0 + ms
!
"
#
 (s è il parametro). 
I punti comuni a !  e r si ottengono risolvendo rispetto a s l’equazione  f x0 + !s, y0 + ms( ) = 0 .  Utilizziamo 
per  f x, y( )  la rappresentazione (1); otteniamo l’equazione: 
(3) 
 
s2 !!x+ m!y( )2 f x0 , y0( ) + o s2( ) = 0 . 
Vediamo così che ogni retta r passante per P ha in quel punto un contatto almeno doppio con ! , perché 
l’equazione risolvente si può esprimere come 
(4) 
 
s2 !!x+ m!y( )2 f x0 , y0( ) + o 1( )( ) = 0 ; 
ma se 
(5) 
 
!!x+ m!y( )2 f x0 , y0( ) = 0  
il contatto è di ordine superiore, nel senso che il primo membro dell’equazione risolvente è infinitesimo di 
ordine superiore a 2, per  s! 0 .  Le rette per le quali il vettore direzione  !,m( )  soddisfa questa condizione 
sono le due rette rappresentate congiuntamente dall’equazione cartesiana 
(6) x ! x0( )"x + y ! y0( )"y( )2 f x0 ,y0( ) = 0 . 
Infatti, per una retta di equazioni parametriche (2) è  x ! x0 , y ! y0( ) = !s,ms( ) , quindi la relazione espressa da 
(6) equivale a quella espressa da (5).  La (6) esprime dunque la equazione complessiva delle due rette tangenti a 
!  in un punto doppio, ossia un punto singolare in cui è nullo  grad f , ma non sono tutte nulle le derivate 
parziali seconde. 
Per esempio, sia !  la curva di equazione:  4 ! 8x + 6x
2 ! x3 ! 4 x y + 4 y2 = 0 .  Con  f x, y( )  indichiamo come 
di consueto il primo membro dell’equazione.  Eventuali punti singolari di !  si trovano risolvendo il sistema: 
 
(i) ! f!x x, y( ) = 0
(ii) ! f!y x, y( ) = 0
(iii) f x, y( ) = 0
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     cioè     
(i) &8+12x & 3x2 & 4 y = 0
(ii) & 4 x + 8 y = 0
(iii) 4 & 8x + 6x2 & x3 & 4 x y + 4 y2 = 0
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Si ottiene una sola soluzione:  x, y( ) = 2,1( ) = P .  Per trovare le rette tangenti in P a !  calcoliamo le derivate 
parziali seconde di f : 
 !x x f x, y( ) = 12" 6x ; !x y f x, y( ) = !y x f x, y( ) = " 4 ; !y y f x, y( ) = 8  
e quindi 
!xx f 2,1( ) = 0 ; !xy f 2,1( ) = !yx f 2,1( ) = "4 ; !y y f 2,1( ) = 8 . 
L’equazione complessiva delle rette tangenti in P a !  è 
 0 ! x " 2( )
2 + 2 ! "4( ) ! x " 2( ) y "1( ) + 8 ! y "1( )2 = 0  
che si fattorizza in:  8 y !1( ) y ! x +1( ) = 0 .  Le rette di equazione  y !1 = 0  e  y ! x +1 = 0  
sono le tangenti a !  in P.  Un punto con le caratteristiche di P del presente esempio (punto singolare, non tutte 
nulle le derivate seconde, due rette tangenti reali distinte) si chiama nodo per ! . 
Punti singolari di ordine superiore.  Un punto  P = x0 , y0( )  con f x0 ,y0( ) = 0  e  grad f x0 , y0( ) = 0,0( ) , ma 
almeno una delle derivate seconde diversa da 0 si chiama punto doppio di ! .  Se sono nulle anche tutte le 
derivate seconde, ma almeno una delle derivate terze non è nulla, P si dice punto triplo per ! .  Ragionando 
similmente al caso dei punti doppi concludiamo che 
 
f x, y( ) = 13! x ! x0( )"x+ y ! y0( )"y( )
3 f x0 , y0( ) + o x ! x0 , y ! y0( ) 3( ).  
Perciò ogni retta passante per P ha in questo punto un contatto almeno triplo con ! ; ma per le tre rette 
rappresentate congiuntamente dall’equazione 
  
x ! x0( )"x+ y ! y0( )"y( )3 f x0 , y0( ) = 0  
il contatto è di ordine superiore a 3; tali rette sono le tangenti in P a ! . 
Osserviamo che per una curva algebrica ! , ossia quando  f x, y( )  è un polinomio in x, y, è facile riconoscere se 
l’origine  O = 0,0( )  appartiene a ! , se è un punto semplice o singolare, e quale è (o quali sono) le rette tangenti 
a !  nell’origine:  O!"  se e solo se  f x, y( )  manca del termine di grado 0 (ovvio); O è punto multiplo per !  se 
mancano anche tutti i monomi di grado 1.  Se O è punto semplice di !  allora la retta tangente a !  in O si scrive 
uguagliando a 0 il complesso dei termini di grado 1, perché essi formano il polinomio di Taylor di ordine 1 e 
punto iniziale O per  f x, y( ) .  Se mancano i termini di grado 1, ossi vi sono monomi di grado minimo 2, O è 
punto doppio di ! , e uguagliando a zero il complesso dei termini di grado 2 si rappresentano le rette tangenti in 
O a ! , e così via se il grado minimo dei monomi costituenti  f x, y( )  ha un valore più alto. 
4) Coniche nel piano affine e loro classificazione. 
Si chiama conica ogni curva piana !  che, rispetto a un sistema di riferimento cartesiano, è rappresentata da 
un’equazione della forma:  f x, y( ) = 0 , con  f x, y( )  polinomio di grado due in x, y.  L’equazione di una conica 
si può pertanto scrivere come segue: 
(1) 
 
f x, y( ) ! a1,1 x2 + 2 a1,2 x y + 2 a1,3 x
+ a2,2 y2 + 2 a2,3 y
+ a3,3 = 0
 
La matrice (reale, simmetrica) 
 
 
A =
a1,1 a1,2 a1,3
a1,2 a2,2 a2,3
a1,3 a2,3 a3,3
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si chiama discriminante di ! ; dall’analisi delle proprietà di questa matrice si deducono in pratica tutte le 
informazioni utili sulla conica.  Notiamo che l’equazione di !  si può rappresentare come 
(2) 
 
x, y, 1( ) !A ! xy
1
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= 0      e anche     
 
x
y
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= 0  
Chiamiamo poi B la matrice 
 
 
B = a1,1 a1,2a1,2 a2,2
!
"
#
$
%
& . 
Il determinante di B viene indicato con A3,3 , complemento algebrico dell’elemento  a3,3  di A. 
Si può dimostrare (con tecniche elementari, quantunque un po’ laboriose) che tutte le proprietà algebriche di A 
e B di cui faremo uso sono invarianti per affinità, cioè non mutano se si cambia il sistema di riferimento affine 
rispetto al quele si rappresenta ! . 
4.1) Coniche degeneri. 
Si dice che la conica !  è degenere se  det A = 0 .  Mostreremo che, in questo caso, !  è formata dall’unione di 
due rette (reali o complesse; distinte o coincidenti). 
Supponiamo dunque  det A = 0 .  Distinguiamo due casi: 
Primo caso:  detB = A3,3 ! 0 .  Allora il rango di A è 2; il sistema 
(3) 
 
a1,1 x + a1,2 y + a1,3 = 0
a1,2 x + a2,2 y + a2,3 = 0
!
"
#
$#
 
è di Cramer; quindi ha una ed una sola soluzione, sia  P0 = x0 , y0( ) .  Poiché  rangoA = 2 , le colonne (e le 
righe) di A sono linearmente dipendenti, quindi  x0 , y0( )  è soluzione anche dell’equazione 
 a1,3 x + a2,3 y + a3,3 = 0 .  Ciò significa che 
 
A ! x0y0
1
"
#
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&
' =
0
0
0
"
#
$
%
&
' , e allora, tenendo presente (2), segue che  P0 !" .  
Ancora, i primi membri delle equazioni di (3) sono  
1
2
! f
!x ,  
1
2
! f
!y .  Perciò il punto P0  è un punto singolare di ! . 
Sviluppiamo  f x, y( )  mediante la formula di Taylor di ordine 2, con punto iniziale P0 .  È importante notare 
che, siccome  f x, y( )  è un polinomio di grado 2, il polinomio di Taylor di ordine 2, qualunque sia il punto 
iniziale, riproduce esattamente  f x, y( ) , mostrandone l’espressione sviluppata in funzione di  x ! x0( )  e 
 y ! y0( ) .  Avremo allora 
(4) 
 
f x, y( ) = f x0 , y0( ) + x ! x0( ) " # f#x x0 , y0( ) + y ! y0( ) "
# f
#y x0 , y0( ) +
+ 12 x ! x0( )
2 " #
2 f
#x2
x0 , y0( ) + x ! x0( ) y ! y0( ) " #
2 f
#x#y x0 , y0( ) +
1
2 y ! y0( )
2 " #
2 f
#y2
x0 , y0( ).
 
Se  x0 , y0( )  è il punto singolare di !  determinato sopra, allora le espressioni nel secondo membro di (4) sono 
nulle, vale a dire che l’equazione di !  si scrive 
 
f x, y( ) =( ) 12 x ! x0( )
2 " #
2 f
#x2
x0 , y0( ) + x ! x0( ) y ! y0( ) " #
2 f
#x#y x0 , y0( ) +
1
2 y ! y0( )
2 " #
2 f
#y2
x0 , y0( ) = 0.  
Ancora, si calcolano facilmente le derivate seconde di f ; esse sono costanti, e valgono  
!2 f
!x2 = 2 a1,1 , 
 
!2 f
!x!y = a1,2 ,  
!2 f
!y2 = 2 a2,2 ; quindi l’equazione di !  si scrive nella forma 
(5)  a1,1 x ! x0( )
2 + 2 a1,2 x ! x0( ) y ! y0( ) + a2,2 y ! y0( )2 = 0 . 
Come abbiamo osservato nel paragrafo precedente, (5) rappresenta l’unione di due rette passanti per P0 .  Per 
ottenere separatamente le equazioni di ciascuna delle due rette basta fattorizzare il primo membro di (5).  Ciò 
può essere realizzato, per esempio, ricavando da (5)  y ! y0  in funzione di  x ! x0 : 
(6) 
 
y ! y0 =
x ! x0
a2,2
!a1,2 ± a1,22 ! a1,1 a2,2( ) = x ! x0a2,2 !a1,2 ± !A3,3( ) . 
Ciò chiarisce i diversi risultati a cui può dare luogo la fattorizzazione: 
1) Se  A3,3 < 0  allora !  si spezza in due rette reali distinte incidenti in P0 , le cui equazioni si ottengono da (6). 
2) Se  A3,3 > 0  allora !  si spezza in due rette complesse coniugate incidenti in P0 , le cui equazioni si 
ottengono ancora da (6); in questo caso !  contiene un solo punto reale, che è P0 . 
Esempi semplicissimi per questi due casi sono: 
 ! ) x2 " y2 = 0 .  Qui 
 
A =
1 0 0
0 !1 0
0 0 0
"
#
$
%
&
' ,  rangoA = 2 ,  A3,3 = !1 < 0 ; !  si spezza in due rette reali distinte; in 
effetti evidentemente tali rette hanno equazioni  x ! y = 0 ,  x + y = 0 . 
! ) x2 + y2 = 0 .  Qui A =
1 0 0
0 1 0
0 0 0
!
"
#
$
%
& ,  rangoA = 2 , A3,3 = 1> 0 ; !  si spezza in due rette complesse 
coniugate, con un solo punto reale in comune; in effetti tali rette hanno equazioni x ! i y = 0 , x + i y = 0 , e 
contengono il punto  0,0( ) , unico punto reale di ! . 
Il caso  A3,3 = 0  non è per ora in questione, perché per ora abbiamo supposto  A3,3 ! 0 . 
La (6) impone implicitamente che sia  a2,2 ! 0 .  Vediamo che cosa succede nel caso sia  det A = 0 ,  A3,3 ! 0  e 
 a2,2 = 0 .  In questo caso l’equazione di ! , scritta nella forma (5), è 
 a1,1 x ! x0( )
2 + 2 a1,2 x ! x0( ) y ! y0( ) = 0    cioè    x ! x0( ) a1,1 x ! x0( ) + 2 a1,2 y ! y0( )( ) = 0 ; 
!  si spezza nelle due rette di equazione  x ! x0 = 0 ,  a1,1 x ! x0( ) + 2 a1,2 y ! y0( ) = 0 , reali distinte passanti per 
 x0 , y0( ) .  Osserviamo che in questo caso  A3,3 = !a1,2
2 < 0 , confermando la regola che  A3,3 < 0  corrisponde al 
caso di !  spezzata in due rette reali distinte. 
Secondo caso: detA = 0, A3,3 = 0 , e inoltre supponiamo momentaneamente a1,1 ! 0 .  L’equazione di !  si 
può dividere per  a1,1 , in modo che il coefficiente di  x
2  sia 1.  Poiché  A3,3 = detB = 0 , la seconda riga di B è 
multipla della prima; quindi B = 1 aa a2
!
"#
$
%&  e la matrice A si può schematizzare come 
 A =
1 a b
a a2 c
b c d
!
"
##
$
%
&&
 
per certi a, b, c, d!R .  Un calcolo esplicito mostra che il determinante di A scritta in questo modo è uguale a 
! c ! ab( )2 ; questo è per ipotesi uguale a 0, quindi c = ab , e allora la matrice A appare nella forma 
 A =
1 a b
a a2 ab
b ab d
!
"
#
#
$
%
&
&
 
L’equazione di !  si scrive allora: 
  x
2 + 2 ax y+ 2bx + a2 y2 + 2 ab y + d = 0  
ovvero 
  x
2 + 2 ax y+ 2bx + a2 y2 + 2 ab y + b2 = b2 ! d  
che possiamo scrivere anche 
(7)  x + a y + b( )
2 = b2 ! d  
Pertanto: 
Se  b2 ! d = 0 , cioè  d = b2 , allora l’equazione di !  è  x + a y + b( )
2 = 0 ; !  è quindi una retta reale contata due 
volte.  Si noti che la condizione  d = b2  equivale per la matrice A scritta sopra ad essere  rangoA = 1 . 
Se  b2 ! d " 0  (in questo caso è  rangoA = 2 ), allora !  si spezza in due rette distinte e parallele; esse sono reali 
se  b2 ! d > 0 , e le loro equazioni sono 
  x + a y + b = ± b
2 ! d  
mentre sono complesse se  b2 ! d < 0 . 
Gli esempi più semplici che illustrano questi casi sono i seguenti: 
 ! ) x2 = 0   retta reale doppia;   
A =
1 0 0
0 0 0
0 0 0
!
"
#
$
%
&  
! ) x2 "1 = 0   due rette reali distinte;  A = 1 0 00 0 0
0 0 !1
"
#
$
%
&
'  
 ! ) x2 +1 = 0   due rette complesse coniugate;  
 
A =
1 0 0
0 0 0
0 0 1
!
"
#
$
%
& .  
Per completare l’esame di questo “secondo caso”: detA = 0, A3,3 = 0  rimane da considerare il caso in cui 
 a1,1 = 0 .  In questo caso la matrice B, dovendo essere simmetrica e avere determinante nullo, ha la forma 
 
 
B = 0 00 !
"
#
$
%      per un  ! "R  
e allora per certi ! , ! , ! , !  reali è 
 
 
A =
0 0 !
0 " #
! # $
%
&
'
'
(
)
*
*
. 
Deve essere  ! " 0 , altrimenti l’equazione della conica non è di grado 2; siccome  det A = 0 , bisogna allora che 
sia  ! = 0 , cosicché la scrittura di A si semplifica, risultando 
 
 
A =
0 0 0
0 ! "
0 " #
$
%
&
'
(
)  
e l’equazione della conica è 
  ! y
2 + 2" y + # = 0  
la quale rappresenta una coppia di retta parallele tra loro (e parallele all’asse x).  Tali rette sono reali distinte, 
reali coincidenti, complesse coniugate secondo che  !" # $
2  sia, rispettivamente, negativa, nulla, positiva.  Si 
noti che anche questa volta il caso delle due rette coincidenti corrisponde a  rangoA = 1 .  Esempi semplici di 
questa fattispecie particolare del “secondo caso” sono le coniche di equazioni  y
2 !1 = 0 ,  y
2 = 0 ,  y
2 +1 = 0 , 
le cui caratteristiche algebriche e geometriche sono evidenti. 
Riassumiamo i risultati fin qui ottenuti: 
 Classificazione affine delle coniche degeneri 
 
 rangoA = 1   rangoA = 2, A3,3 < 0   rangoA = 2, A3,3 > 0  rangoA = 2, A3,3 = 0  
due rette 
reali 
coincidenti 
due rette reali distinte 
incidenti nel punto 
singolare di !  
due rette complesse 
coniugate incidenti nel 
punto singolare di ! , 
che è reale 
due rette distinte e 
parallele (reali o 
complesse) 
4.2) Coniche non degeneri “a centro” (ellisse e iperbole). 
Una conica !  si equazione (1) si dice non degenere se  det A ! 0 ; una conica non degenere si dice a centro se 
 A3,3 ! 0 ; tra poco spiegheremo il motivo della denominazione “a centro”.  Una conica a centro si classifica 
ulteriormente in base al segno di  A3,3 : se  A3,3 < 0  la conica si chiama iperbole; se A3,3 > 0  e !  non è priva 
di punti reali, si chiama ellisse.  Non si trae invece alcuna informazione utile dal segno di  det A , perché questo 
non è invariante per affinità; e anche senza cambiare sistema di riferimento, se si cambia segno a tutti il 
polinomio  f x, y( ) , la conica rappresentata rimane la stessa, mentre  det A  cambia segno, perché ogni riga di A 
risulta moltiplicata per –1, e le righe sono in numero dispari (tre). 
Esaminiamo ora le proprietà geometriche delle coniche a centro.  Il ragionamento, almeno all’inizio, segue da 
vicino quello del paragrafo precedente.  Se  detB = A3,3 ! 0  allora il sistema 
(3) 
 
a1,1 x + a1,2 y + a1,3 = 0
a1,2 x + a2,2 y + a2,3 = 0
!
"
#
$#
 
è di Cramer; quindi ha una ed una sola soluzione, sia  P0 = x0 , y0( ) .  Questa volta, poiché A ha rango 3,  P0 !" ; 
infatti  a1,3 x0 + a2,3 y0 + a3,3 = k ! 0  perché le colonne di A sono linearmente indipendenti; allora 
 
 
A !
x0
y0
1
"
#
$
$
%
&
'
'
=
0
0
k
"
#
$
%
&
'  e 
 
f x0 , y0( ) = x0 , y0 ,1( ) !A !
x0
y0
1
"
#
$
$
%
&
'
'
= x0 , y0 ,1( ) !
0
0
k
"
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%
&
' = k ( 0 . 
Scrivendo  f x, y( )  mediante sviluppo di Taylor di ordine 2 e punto iniziale  P0 = x0 , y0( ) , e ragionando come 
abbiamo fatto per ottenere la (5) abbiamo per l’equazione di !  la seguente forma: 
(8)  f x, y( ) =!" #$ f x0 , y0( ) + a1,1 x % x0( )
2 + 2 a1,2 x % x0( ) y % y0( ) + a2,2 y % y0( )2 = 0 . 
Essa mostra che il punto  P0 = x0 , y0( )  è centro di simmetria per ! .  Infatti, presi due punti tra loro simmetrici 
rispetto a  P0 , siano  P = x0 + h, y0 + k( )  e  Q = x0 ! h, y0 ! k( ) , si nota che  f P( ) = f Q( ) , quindi ciascuno dei 
due punti appartiene a !  se e solo se le appartiene l’altro.  Questo fatto giustifica il nome di “coniche a centro” 
per le coniche con le caratteristiche attualmente in esame. 
Ora veniamo alla distinzione tra ellisse e iperbole, in base al segno di  A3,3 .  Conviene considerare 
l’ampliamento proiettivo del piano, passando alle coordinate omogenee  x, y,t( ) .  L’equazione di !  in 
coordinate omogenee si scrive 
(9)  a1,1 x
2 + 2 a1,2 x y + 2 a1,3 xt + a2,2 y2 + 2 a2,3 yt + a3,3 t2 = 0      cioè     
 
x, y,t( ) !A ! xy
t
"
#$
%
&'
= 0 . 
L’equazione di !  in coordinate omogenee uguaglia quindi a zero la forma quadratica associata alla matrice A. 
Le coordinate dei punti impropri di !  si ottengono risolvendo il sistema 
 
 
a1,1 x2 + 2 a1,2 x y + a2,2 y2 = 0
t = 0
!
"
#
$#
 
Il discriminante ridotto dell’equazione di secondo grado in x, y vale  a1,2
2 ! a1,1 a2,2 = !A3,3 .  Perciò, se 
 A3,3 > 0 , non ci sono punti impropri reali di ! .  Ciò significa che !  occupa una regione limitata del piano; 
questa proprietà caratterizza le ellissi. 
Occorre ancora distinguere due possibilità, riguardo a questo caso: 
Se  A3,3 > 0  e  a1,1 !det A > 0  allora la forma quadratica associata ad A è definita positiva o definita negativa; in 
tal caso l’equazione (9) è soddisfatta (per coordinate reali) soltanto da  0,0,0( ) , che non rappresenta alcun 
punto; perciò !  è priva di punti reali, sia propri sia impropri.  Per esempio,  x
2 + y2 +1 = 0  rientra in questo 
caso. 
Se  A3,3 > 0  e  a1,1 !det A < 0  allora la forma quadratica associata ad A è non definita; allora !  è dotata di punti 
reali, e si chiama appunto ellisse reale.  Esempio:  x
2 + y2 !1 = 0  
Se  A3,3 < 0 , allora il sistema considerato sopra fornisce due punti impropri reali distinti di ! ; quindi !  ha dei 
rami infiniti nelle direzioni di tali punti, e prende il nome di iperbole.  Esempio:  x
2 ! y2 +1 = 0 . 
Asintoti di un’iperbole.  Le rette passanti per il centro di un’iperbole e per i suoi punti impropri si chiamano 
asintoti dell’iperbole.  Esse sono tangenti all’iperbole nei suoi punti impropri, perché non hanno alcun punto 
proprio (né reale, né complesso) in comune con essa; i punti d’intersezione sono quindi raccolti nei punti 
impropri, i quali dunque risultano algebricamente i punti di tangenza tra iperbole e asintoti. 
L’equazione complessiva degli asintoti è 
  a1,1 x ! x0( )
2 + 2 a1,2 x ! x0( ) y ! y0( ) + a2,2 y ! y0( )2 = 0  
in cui, lo ricordiamo,  x0 , y0( )  sono le coordinate del centro. 
4.3) La parabola: la conica non degenere “non a centro”. 
Se  det A = 0  e  A3,3 = 0 , allora !  non è degenere (ossia spezzata in due rette), ma non è dotata di centro di 
simmetria; tale conica si chiama parabola. 
Passando alle coordinate omogenee, la ricerca dei punti impropri di una parabola conduce come sopra al 
sistema 
 
 
a1,1 x2 + 2 a1,2 x y + a2,2 y2 = 0
t = 0
!
"
#
$#
 
il quale ha una sola soluzione reale “doppia”, perché il discriminante dell’equazione di secondo grado è 
 !A3,3 = 0 . La parabola possiede quindi un solo punto improprio  P! , nel quale è tangente alla retta impropria. 
Riassumiamo i risultati fin qui ottenuti: 
 Classificazione affine delle coniche non degeneri ( det A ! 0 ) 
 
A3,3 > 0
a1,1 !detA > 0
 
 
A3,3 > 0
a1,1 !det A < 0
  A3,3 < 0   A3,3 = 0  
conica priva di punti 
reali ellisse reale iperbole parabola 
4.4) Proprietà metriche ed equazioni canoniche delle coniche a centro 
Ora ci occupiamo delle proprietà delle coniche che si conservano per isometrie (in effetti anche per 
similitudini), ma non per affinità.  Sono le proprietà riguardanti misure e angoli, per le quali occorre fare uso 
del prodotto scalare tra vettori di  R2 .  Iniziamo dalle coniche a centro, per le quali la trattazione è più semplice.  
Stabiliremo che le coniche a centro hanno esattamente due assi di simmetria, passanti per il centro e tra loro 
ortogonali, e vedremo che spostando con una isometria il sistema di riferimento da quello originale a uno con 
assi coincidenti con quelli della conica ! , l’equazione di !  assume una forma particolarmente semplice. 
Supponiamo dunque  det A ! 0 ,  A3,3 = detB ! 0 .  La matrice B, reale simmetrica di ordine 2, ha due autovalori 
reali (distinti o coincidenti), ed esiste una base ortonormale  u,v{ }  di  R2  formata da autovettori per B, 
corrispondenti rispettivamente ad autovalori ! , µ  entrambi non nulli, perché  !µ = detB = A3,3 " 0 .  Per 
comodità riportiamo esplicitamente i fatti relativi a u e v: 
  Bu = !u ; Bv = µv ; u , u = v , v = 1 ; u , v = 0  
Verifichiamo che le due rette passanti per  P0 = x0 , y0( )  (centro di ! ) aventi le direzioni di u e v sono assi di 
simmetria per ! .  Riprendiamo l’equazione di !  scritta nella forma (8), che qui riportiamo: 
(8)  f x, y( ) =!" #$ f x0 , y0( ) + a1,1 x % x0( )
2 + 2 a1,2 x % x0( ) y % y0( ) + a2,2 y % y0( )2 = 0 . 
La (8) si può scrivere in termini di prodotti di matrici, nel seguente modo: indichiamo con  P = x, y( )  un 
generico punto del piano, con  P0 = x0 , y0( )  il centro di ! , e conveniamo che nelle scritture matriciali le 
coordinate siano pensate in colonna, vale a dire  B ! P " P0( )  significa  
a1,1 a1,2
a1,2 a2,2
!
"#
$
%&
' x ( x0y ( y0
!
"#
$
%& . Allora la (8) si 
scrive così: 
(10) f P( ) =!" #$ f P0( )+ P % P0 ,B & P % P0( ) = 0 . 
 
 
Siccome  u,v{ }  è una base di  R2 , per ogni punto P esistono e sono unici due numeri reali ! , !  tali che 
 P ! P0 = "u +#v .  Due punti tra loro simmetrici rispetto alla retta passante per  P0  con direzione v sono P e 
 !P  tali che  P = P0 +!u +"v  e  !P = P0 "#u +$v .  Per (10) abbiamo 
 
f P( ) = f P0( ) + !u +"v , B # !u +"v( ) = f P0( ) +!2 u , Bu +!" u , Bv + v , Bu( ) +"2 v , Bv =
= f P0( ) +!2 $ u , u +!"µ u , v +!"$ v,u +"2µ v , v = f P0( ) +!2 $ +"2µ
 
perché  u,u = v,v = 1  e  u,v = v,u = 0 .  Lo stesso risultato si ottiene sviluppando  f !P( ) ; quindi 
 P!" # $P !" , cioè la retta passante per  P0  con direzione v è asse di simmetria per ! .  Allo stesso modo, 
indicato con  !!P  il simmetrico di P rispetto alla retta passante per  P0  con direzione u, si 
nota che  !!P = P0 +"u #$v , e che  f !!P( ) = f P0( ) +"2 # +$2µ = f P( )  e quindi 
 P!" # $$P !" , cioè la retta passante per  P0  con direzione u è asse di simmetria per ! .  
I calcoli svolti sopra forniscono anche le equazioni canoniche delle coniche a centro, 
ossia le equazioni che rappresentano dette coniche rispetto a un sistema di riferimento i 
cui assi coincidano con gli assi di simmetria.  Le coordinate di un generico punto P 
rispetto a questo sistema di riferimento sono proprio  !, "( )  descritte sopra; quindi 
l’equazione di ! ,  f P( ) = 0 , assume l’aspetto 
(11)  f P0( ) +!2 " +#2µ = 0  
È facile distinguere in (11) i diversi casi di conica a centro, secondo il segno di  f P0( )  e 
degli autovalori !  e µ  di B: 
• Se !  e µ  sono concordi (ciò equivale a  A3,3 > 0 ), e  f P0( )  è a sua volta concorde con !  e µ , allora la 
conica !  è priva di punti reali. 
• Se !  e µ  sono concordi, cioè  A3,3 > 0 , e  f P0( )  è discorde con !  e µ , allora la conica !  è un’ellisse. 
• Se !  e µ  sono discordi, cioè  A3,3 < 0 , allora !  è un’iperbole. 
Un caso speciale: la circonferenza.  Se gli autovalori !  e µ  sono diversi da zero e distinti, la base  u,v{ }
ortonormale di  R2  spettrale per B è unica, a meno del verso di u e v; gli assi di !  sono univocamente 
determinati.  La situazione è diversa se ! = µ .  In questo caso c’è un unico autospazio, il quale deve avere 
dimensione 2, perché B è simmetrica; l’autospazio è dunque l’intero  R2 , cosicché 
 
B = ! 00 !
"
#
$
%  e l’equazione 
di !  è:  ! x
2 + y2( ) + 2 a1,3 x + 2 a2,3 y + a3,3 = 0 .  !  è una circonferenza (se non è priva di punti reali).  La sua 
equazione canonica è:  f P0( ) + ! "2 +#2( ) = 0 , relativamente a qualunque sistema di riferimento isometrico a 
quello originale, avente gli assi passanti per  P0 , centro della circonferenza. 
P0 +!u +"v
P0 !"u +!v
P0
uv
4.5) Proprietà metriche ed equazione canonica di una parabola 
Questa volta pensiamo a una parabola; quindi  det A ! 0  e  A3,3 = 0 .  Ancora, la matrice B di ordine 2, reale 
simmetrica, ha autovalori reali, ed esiste una base ortonormale di  R2 , composta da autovettori per B.  Poiché 
 A3,3 = 0 , uno degli autovalori è zero; l’altro è necessariamente diverso da 0, perché se B avesse l’autovalore 0 
doppio, dovrebbe avere rango 0; in tal caso A non potrebbe avere rango 3.  Siano dunque ! " 0  e 0 gli 
autovalori di B, u e v rispettivi autovettori costituenti una base ortonormale di  R2 .  Si può dimostrare che una 
sola retta avente la direzione di u è tangente a !  (omettiamo per brevità i calcoli); sia  V = xV , yV( )  il punto di 
tangenza.  In questo punto il gradiente di f è ortogonale a u, quindi ha la direzione di v.  Tenendo conto di ciò, e 
del fatto che  f V( ) = 0  perché  V !" , scriviamo l’equazione di !  sviluppando f con la formula di Taylor 
 f x, y( )  con punto iniziale V: indicato come in precedenza  P = x, y( ) , scriviamo: 
  f P( ) =!" #$ grad f V( ) , P %V + P %V , B & P %V( ) = 0  
Mostriamo che la retta passante per V, con la direzione di v, è asse di simmetria per la parabola. 
Similmente al caso delle coniche a centro, per ogni  P!R2  è  P !V = "u +#v , per certi ! , !  reali.  Il 
simmetrico di P rispetto alla retta su indicata è  !P , con  !P "V = "#u +$v .  Mostriamo che  f P( ) = f !P( ) .  
Serve tenere presente che  grad f V( ) = grad f V( ) v ,  Bu = !u ,  Bv = 0 ,  u,u = v,v = 1  e  u,v = 0 . 
 
 
f P( ) = grad f V( ) , P !V + P !V , B " P !V( ) = grad f V( ) ,#u +$v + #u +$v , B " #u +$v( ) =
= $ grad f V( ) v, v + %#2 = $ grad f V( ) + %#2.
 
L’espressione ottenuta mostra che  f P( ) = f !P( ) , quindi P!" # $P !" .  Essa fornisce inoltre la equazione 
canonica della parabola: se, con una isometria, assumiamo come origine del sistema di riferimento il punto V 
(vertice della parabola), e gli assi diretti come u e v, allora l’equazione della parabola è: 
 ! grad f V( ) + "#2 = 0  
dove, come nel caso precedente,  !,"( )  sono le coordinate dei punti del piano rispetto al nuovo sistema di 
riferimento. 
4.6) Qualche esempio di classificazione e tracciamento di coniche 
(1)  7 x
2 + y2 + 8x y ! 50x ! 26 y + 91 = 0 . 
La matrice A della conica !  rappresentata dall’equazione (1) è 
 
 
A =
7 4 !25
4 1 !13
!25 !13 91
"
#
$
%
&
'  
Si calcola  det A = !27 " 0 , quindi !  è non degenere.  Poi,  
B = 7 44 1( )  cosicché  A3,3 = !9 < 0 .  Concludiamo 
che !  è un’iperbole. 
Qui ha termine la classificazione.  Determinare centro, assi, asintoti serve per collocare con precisione la curva 
nel piano, per rappresentarla in modo (abbastanza) fedele. 
Determiniamo il centro risolvendo il sistema 
 
7 x + 4 y ! 25 = 0
4 x + y !13 = 0
"
#
$
 
Si trova il punto  P0 = 3,1( ) . 
Cerchiamo i punti impropri di ! , che danno le direzioni degli asintoti.  Questi ultimi saranno le rette aventi tali 
direzioni e passanti per il centro.  Le coordinate omogenee  x, y,t( )  dei punti impropri di !  risultano dal 
sistema 
 
 
7 x2 + y2 + 8x y ! 50xt ! 26 yt + 91t2 = 0
t = 0
"
#
$
 
Si ottengono i punti  P! = 1,"7,0( ) ,  Q! = 1,"1,0( ) . 
In pratica, avremmo potuto trovare le direzioni degli asintoti anche senza invocare esplicitamente le coordinate 
omogenee: si tratta dei vettori  x, y( )  soddisfacenti la relazione  7 x2 + y2 + 8x y = 0 .  Le equazioni degli 
asintoti sono:  y = 1+ m x ! 3( ) , con  m = !1  oppure  m = !7 . 
Gli assi, nel caso dell’iperbole, possono essere determinati in modo elementare: si tratta 
infatti delle bisettrici degli angoli formati dagli asintoti, luogo dei punti equidistanti dai 
due asintoti; tale luogo è rappresentato da 
 
x + y ! 4
2
=
7x + y ! 22
5 2
     cioè      5 x + y ! 4( ) = ± 7x + y ! 22( ) , 
e dopo evidenti semplificazioni, 
 x ! 2 y !1 = 0      oppure      2x + y ! 7 = 0 . 
Ritroviamo le stesse rette con il metodo algebrico. 
Gli autovalori di B sono le soluzioni di 
 
det 7 ! " 44 1! "
#
$
%
& = 0 ;   !
2 " 8! " 9 = 0 ;  
 ! = 9" ! = #1 .  Autovettori corrispondenti sono  2,1( )  e  1,!2( ) ; gli assi dell’iperbole sono le rette passanti per 
il centro, aventi queste direzioni; si tratta delle rette indicate sopra. 
(2)  37 x
2 +13 y2 +18x y ! 38x + 34 y = 0 . 
La matrice A della conica !  rappresentata dall’equazione (2) è 
 
 
A =
37 9 !19
9 13 17
!19 17 0
"
#
$
%
&
'  
Si calcola  det A = !21200 " 0 , quindi !  è non degenere.  Poi,  
B = 37 99 13
!
"
#
$  cosicché A3,3 = 400 > 0 .  
Concludiamo che !  è un’ellisse, non priva di punti reali perché  a1,1  e  det A  sono di segno discorde. 
Determiniamo il centro risolvendo il sistema 
 
37 x + 9 y !19 = 0
9x +13 y +17 = 0
"
#
$
 
Si trova il punto  P0 = 1,!2( ) . 
Non cerchiamo punti impropri della conica, perché trattandosi di un’ellisse, non possiede punti impropri reali 
Determiniamo gli assi dell’ellisse 
Gli autovalori di B sono le soluzioni di
 
det 37 ! " 99 13! "
#
$
%
& = 0 ; !
2 " 50! + 400 = 0 ; 
 ! = 10" ! = 40 .  Autovettori corrispondenti sono  !1,3( )  e  3,1( ) ; gli assi dell’iperbole 
sono le rette passanti per il centro, aventi queste direzioni; le equazioni degli assi sono 
pertanto  y = !2+ m x !1( )  con  m = !3"m =
1
3 .  Se si vuole, risolvendo il sistema tra 
l’equazione dell’ellisse e quella dei suoi assi (uno per volta), si trovano le coordinate dei 
quattro vertici dell’ellisse.  Osserviamo infine che  a3,3  (termine di grado 0 nell’equazione 
di ! ) è nullo, quindi !  passa per l’origine. 
(3)  9x
2 + 4 y2 +12x y ! 34 x !14 y ! 3 = 0 . 
La matrice A della conica !  rappresentata dall’equazione (2) è 
 
 
A =
9 6 !17
6 4 !7
!17 !7 !3
"
#
$
%
&
'  
Si calcola detA = !169 " 0 , quindi !  è non degenere.  Poi, B = 9 66 4( )  cosicché  A3,3 = 0 .  Concludiamo che 
!  è una parabola. 
La direzione dell’asse di !  è quella dell’autovettore di 
 
B = 9 66 4( )  corrispondente all’autovalore 0; si trova 
risolvendo il sistema 
 
9x + 6 y = 0
6x + 4 y = 0
!
"
#
, equivalente alla sua prima equazione: si trova (per esempio)  v = 2,!3( ) .  
Allo stesso risultato saremmo giunti cercando il punto improprio di ! , unico perché !  è una parabola.  Per 
determinarlo si deve risolvere l’equazione 9x2 + 4y2 +12xy = 0 , che dà  y = !
3
2 x , in accordo con quanto 
ottenuto sopra.  Conosciamo il coefficiente angolare dell’asse, uguale a  !
3
2 , ma non abbiamo ancora piena 
conoscenza dell’asse.  Cerchiamo dunque il vertice della parabola, ossia il punto V nel quale è tangente a !  una 
retta perpendicolare all’asse, che ha dunque equazione  y =
2
3 x + q .  L’equazione risolvente del sistema 
 
 
9x2 + 4 y2 +12x y ! 34 x !14 y ! 3 = 0
y = 23 x + q
"
#
$
%$
 
è:  169x
2 + 156q ! 390( )x + 36q2 !126q ! 27 = 0 .  Conviene fattorizzare i coefficienti, per semplificare i 
calcoli che faremo dopo: 
 13
2 x2 +13 !3 !2 2q " 5( )x + 32 4q2 "14q " 3( ) = 0 . 
Il discriminante ridotto è: 
 
!
4 = 13
2 "32 2q # 5( )2 #132 "32 4q2 #14q # 3( ) = 132 "32 28# 6q( ) ; !4 = 0$ q =
14
3 . 
La tangente alla parabola nel vertice V ha equazione  y =
2
3 x +
14
3 .  Risolvendo con 
questo valore di q il sistema scritto sopra si trovano le coordinate del vertice (non 
riportiamo i calcoli):  V = !1,4( ) .  Per sapere “da quale parte” della tangente in V si 
trova !  basta calcolare, per esempio, i punti di intersezione con l’asse x:  
 
9x2 ! 34 x ! 3 = 0
y = 0
"
#
$
; x = 17 ± 3169 , quindi la parabola è “sotto”. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
